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PURETE, RIGIDITE, ET MORPHISMES ENTIERS 

GABRIEL PICAVET 

ABSTRACT. Bousfield and Kan have shown that a ring morphism with domain 
Z is rigid; we say that a ring morphism is rigid if it admits a factorization by 
an epimorphism, followed by a pure morphism. A ring A is said to be rigid if 
every morphism with domain A is a rigid one. Our principal results are: the 
rigid domains are the Priiferian rings A, with Dim(A) ::; I ,and the Noetherian 
rigid rings are the Z.P.I. rings. The quasi-compact open sets of an affine rigid 
scheme, having as underlying ring a domain or a Noetherian ring, are affine 
and schematically dense if they contain the assassin of the ring. Every injective 
integral ring morphism with rigid domain is a pure morphism. We give two 
criteria of purity for integral injective morphisms. As a consequence of these 
results we obtain the following properties: if A is a normal ring. containing the 
field of rationals, or is a regular ring, containing a field, every injective integral 
morphism with domain A is a pure one. For a reduced ring, we define the 
category of reduced modules and show that any injective integral morphism is 
pure with respect to the category of the reduced modules. 

INTRODUCTION 

Un morphisme d'anneaux admet en general d'autres factorisations que la 
canonique, insuffisante pour l'etude de certains problemes. Dans un article 
precedent [24], nous avons montre en particulier que tout morphisme d'anneaux 
se factorise en un morphisme pur, suivi d'une immersion ouverte, c'est a dire 
un epimorphisme plat de presentation finie. On se propose ici d'examiner la 
classe des morphismes d'anneaux, se factorisant en un epimorphisme, suivi 
d'un morphisme pur. II peut paraitre surprenant qu'il existe des anneaux A 
tels que tout morphisme d'anneaux A --> B se factorise en un epimorphisme 
suivi d'un morphisme pur. Le premier, et seul exemple connu, fut donne par A. 
K. Bousfield et D, M. Kan dans [3]: l'anneau Z des entiers relatifs. Nous di-
sons qu'un morphisme d'anneaux est rigide s'il se factorise en un epimorphisme 
suivi d'un morphisme pur. Un anneau est dit rigide si tout morphisme de source 
cet anneau est rigide. La classe des morphismes rigides a une bonne stabilite, 
en particulier elle est stable par localisation et globalisation, produit, limite in-
ductive, changement de base. Son seul defaut est de ne pas etre stable par 
composition. Apres l'etude preliminaire des proprietes des morphismes rigides, 
on generalise Ie resultat de [3], cite ci-dessus: tout anneau Priiferien de dimen-
sion inferieure ou egale ii 1 est rigide. C'est la un resultat fondamental pour 
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la suite. La preuve en est longue et la methode utili see entierement differente 
de celIe de [3]. Un paragraphe est consacre a l'etude des proprietes de stabilite 
des anneaux rigides. Nous en deduisons une caracterisation des anneaux rigides 
integres ou Noetheriens; bien que nous ayons des renseignements substantiels 
sur les anneaux rigides, nous n'avons pu trouver une caracterisation complete. 
Le resultat cle est Ie suivant: so it A un anneau reduit, rigide, tout morphisme 
universellement submersif A ~ B est pur. On obtient alors les deux theoremes 
principaux: un anneau integre est rigide si et seulement si c'est un anneau de 
Priifer, de dimension inferieure ou egale a 1; un anneau Noetherien est rigide 
si et seulement si c'est un anneau Z.P.I.: tout ideal de l'anneau est un produit 
d'ideaux premiers. On notera la nature arithmetique des anneaux trouves. Nous 
montrons que leurs ouverts quasi-compacts sont des schemas affines, qui sont 
meme schematiquement denses, lorsqu'ils contiennent l'assassin de l'anneau. 

Du resultat cle, on deduit que si A est un anneau rigide, tout morphisme 
entier injectif est pur. Or des exemples similaires, pour certains types d'anneaux, 
abondent dans la litterature. Nous ajoutons deux exemples: tout morphisme 
entier injectif, dont la source est soit un anneau regulier contenant un corps, 
soit un anneau normal, con tenant Ie corps des rationnels, est pur. Ces deux 
resultats sont obtenus a l'aide de deux theoremes de structure des morphismes 
entiers purs. En fait tout morphisme entier injectif est presque pur: si A est 
un anneau reduit, soit P(A) l'anneau absolument plat universel associe a A, 
nous disons qu'un A-module M est reduit si Ie morphisme M ~ M 129 A P(A) 
est injectif. La classe des modules reduits est vaste et a de bonnes proprietes 
de stabilite. Le theoreme obtenu est Ie suivant: si A est un anneau reduit 
tout morphisme entier injectif A ~ B est pur par rapport a la categorie des 
A-modules reduits. 

O. CONVENTIONS ET NOTATIONS, RAPPELS 

De maniere generale, les conventions et notations sont celles de N. Bourbaki 
et des Elements de Geometrie Algebrique de J. Dieudonne et A. Grothendieck. 

Tous les anneaux consideres sont commutatifs et unitaires; les modules sont 
des modules sur des anneaux commutatifs et unitaires. Lorsque nous parlons 
d'un anneau de Bezout, ou de Prilfer, ou principal, etc., il s'agit d'un anneau 
integre ayant la propriete voulue. Dans Ie cas d'anneaux non integres on precise 
in situ la definition adoptee. 

Pour la commodite du lecteur, nous rappelons certains resultats et definitions. 
On utilise les resultats du Seminaire P. Samuel sur les epimorphismes de la 
categorie des anneaux commutatifs unitaires: un morphisme d'anneaux A ~ 
B est un epimorphisme si et seulement si B 129 A B = B. La notion la plus 
importante dans ce travail est celIe de purete. Un sous- A-module N d'un 
A-module M est dit pur dans M (on dit aussi que l'inclusion N c M est 
pure) si pour tout A-module P, Ie morphisme P 129 A N ~ P 129 A M est injectif. 
Un morphisme d'anneaux A ~ Best dit pur si Ie A-module A est sous- A-
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module pur de B. II revient au me me de dire que Ie morphisme A ---+ Best 
universellement injectif. Notre source principale de resultats sur les morphismes 
purs est l'article de J. P. Olivier [20]. On utilise principalement Ie fait que 
les morphismes purs descendent un bon nombre de proprietes algebriques, par 
e'xemple la platitude, la nullite, etc. Par descente d'une propriete de morphismes 
d'anneaux on entend la situation suivante: un morphisme d'anneaux A ---+ Best 
dit descendre la propriete (P) de morphismes d'anneaux si pour tout morphisme 
d'anneaux A ---+ A' , tel que Ie morphisme B ---+ B(19 A A' verifie (P), alors A ---+ A' 
verifie (P). 

Une autre notion importante pour ce travail est celle de dominion d'un mor-
phisme d'anneaux A ---+ B: Ie dominion du morphisme A ---+ Best l'ensemble 
des elements b de B, tels que b (19 1 = 1 (19 b , dans B (19A B ; il est designe par 
D A (B) , ou D(B) si aucune confusion ne peut en resulter. On a une factorisation 
en morphismes d'anneaux A ---+ D(B) ---+ B. A l'aide du dominion on obtient 
les caracterisations suivantes: Ie morphisme A ---+ B est un epimorphisme si et 
seulement si D(B) = B; un monomorphisme A ---+ B est strict si et seulement 
si A = D(B). Rappelons que Ie morphisme D(B) ---+ B est strict. On con-
struit dans [24], en iterant par recurrence transfinie l'operation D, un anneau 
EA(B) ou E(B), pour tout morphisme d'anneaux A ---+ B. II en resulte une 
factorisation en morphismes d'anneaux A ---+ E(B) ---+ B, ou A ---+ £(B) est 
un epimorphisme et ou Ie morphisme E(B) ---+ B est extremal: un morphisme 
d'anneaux A ---+ Best dit extremal s'il est injectif et si pour toute factorisation 
A ---+ C ---+ B , ou Ie morphisme A ---+ C est un epimorphisme, alors A ---+ C est 
un isomorphisme. 

Si A est un anneau reduit, on peut construire un morphisme cloture integrale 
totale A ----+ Q(A), comme l'ont fait M. Hochster et d'autres (cf. [11]). Ce mor-
phisme est entier essentiel, l'anneau Q(A) est un anneau de Baer (l'annulateur 
de tout ideal est un ideal engendre par un idempotent); de plus il possede 
la propriete de factorisation lineaire (tout polynome unitaire a une variable 
sur l'anneau se factorise en facteurs lineaires). En fait Q(A) est totalement 
integralement clos (T.Le.): un anneau Test T.Le. si pour tout morphisme 
d'anneaux A -> T et pour tout morphisme d'anneaux entier injectif A ---+ B il 
existe une factorisation A ---+ B ----+ T de A ---+ T. 

Pour terminer ces rappels voici une derniere notion: so it A un anneau, on 
designe par Ass(A) l'assassin de A, c'est a dire l'ensemble des ideaux premiers 
P de A, tels qu'il existe un element a de A, satisfaisant: P est minimal dans 
l'ensemble des ideaux premiers contenant 0: a. Pour les proprietes de Ass(A), 
on rHere Ie lecteur a l'article de J. Merker [18]. Un anneau local est dit auto-
associe si son ideal maximal est dans l'assassin. 

L LA CLASSE DES MORPHISMES RIGIDES 

Nous don nons un lemme, dont les resultats sont certainement classiques. 

Lemme 1.1. Soient A ---+ B et B ---+ C des morphismes d'anneaux. 
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(a) Si Ie morphisme B -+ C est pur, alors: 
(1) Le morphisme B -+ C est pur dans fa categorie des A-modules. 
(2) Le morphisme B 0 A B -+ C 0 A C est pur et pur dans la categorie 
des A-modules. 

(b) Si Ie morphisme B -+ C est pur dans la categorie des A-modules, Ie 
morphisme B 0,1 B -+ C 0.1 C est injectij 

Preuve. Supposons que Ie morphisme B -+ C soit pur et soit M un A-module, 
Ie morphisme B 0.1 Af -+ C 0 A M n'est autre que Ie morphisme suivant: B 0 B 

(B0 A M) -+ C0B (B0 A M), d'ou la preuve de (a)(I' Pour montrer (a)(2), 
on remarque que Ie morphisme deduit de B -+ C par Ie changement de base 
B -+ B 0.1 B est Ie morphisme B 0,1 B -+ C 0 A B. Or la purete est une 
propriete universelle, donc ce dernier morphisme est pur. On montre de meme 
que Ie morphisme C 0,1 B -+ C 0.1 C est pur. La derniere assertion resulte 
de (a)(I). Si maintenant, Ie morphisme B -+ C est pur dans la categorie des 
A-modules, deux tensorisations successives, l'une par B , l'autre par C, sur A , 
du morphisme B -+ C donnent Ie resultat (b). 

Definition 1.2. On dit qu'un morphisme d'anneaux A -+ Best rigide si Ie 
morphisme D(B) -+ B est pur. 

Le Lemme 1.1 montre que Ie morphisme D(B) -+ B est pur dans la categorie 
des A-modules, lorsque Ie morphisme A -+ Best rigide. 

Proposition 1.3. Soit f: A -+ B un morphisme d'anneaux. 
(a) Le morphisme fest rigide si et seufement si Ie morphisme D(B) -+ B 

est pur dans fa categorie des A-modules. 
(b) Si Ie morphismefest rigide, dans fafactorisation A -+ D(B) -+ B, Ie pre-

mier morphisme est un epimorphisme et Ie deuxieme est un morphisme 
pur. La factorisation d'un morphisme rigide en un epimorphisme, suivi 
d'un morphisme pur, est unique a un isomorphisme pres. 

(c) Si Ie morphisme fest rigide et plat, alors Ie morphisme A -+ D(B) est 
un epimorphisme plat et Ie morphisme D(B) -+ Best fidelement plat. 

Preuve. Si Ie morphisme D(B) -+ B est A-pur, d'apres Ie Lemme 1.1, on obtient 
une injection D(B) 0 A D(B) -+ B 0 A B, d'ou l'on deduit que D(D(B)) = 
D(B). Ainsi Ie morphisme A -+ D(B) est un epimorphisme. Soit maintenant 
un D(B)-module M et supposons que Ie morphisme D(B) -+ B soit A-pur; 
puisque A -+ D(B) est un epimorphisme, Ie morphisme D(B) 0 D (B) M -+ 

B 0 D(B) M n'est autre que Ie morphisme D(B) 0.1 M -+ B 0 AM, qui est 
injectif, car Ie morphisme D(B) -+ B est A-pur. Pour achever la preuve de 
(a) et (b), il reste it montrer l'unicite de la factorisation. Or nous avons montre 
dans [24] qu'un morphisme pur est extremal, ainsi que Ie resultat suivant: si f 
est un morphisme d'anneaux tel que f = moe = m' 0 e' , ou m et m' sont 
des morphismes extremaux et e et e' des epimorphismes, alors il existe un 
isomorphisme t tel que m' = mot et e' = t- 1 0 e. Montrons maintenant 
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(c), si Ie morphisme fest rigide et plat, la Proposition 3,1 de [16] montre que 
D(B) -+ B est plat, donc fidelement plat; en effet, un morphisme pur induit 
une surjection sur les spectres (cf [20]), Pour voir que A -+ D(B) est un 
morphisme plat, on peut utiliser la proposition suivante, qui ne semble pas 
connue, bien qu'une preuve ne soit qu'un plagiat de [2, Proposition 7, Chapitre 
I, §3, No, 4 ]. 

Proposition 1.4. Soit un compose A -+ B -+ C de morphismes d'anneaux, oil Ie 
morphisme A -+ C est plat (resp, fidelement plat), si Ie morphisme B -+ C est 
pur, Ie morphisme A -+ B est plat (resp. fidelement plat). 
Preuve. On utilise la notion de module completement fidele de F. W. Anderson 
et K. R. Fuller [I, p. 233, exercice 19]. On constate qu'un morphisme d'anneaux 
A -+ A' definit A' comme un A-module completement fidele si et seulement 
si Ie morphisme A -+ A' est pur. D'apres la reference donnee ci-dessus, on 
a Ie resultat suivant: soit E un R-module complNement fidele et soit F un 
(R, S)-bimodule, pour que Ie S-module F soit plat (resp. fidelement plat) il 
suffit que Ie S-module E 0 R F Ie soit. La proposition est alors obtenue, a l'aide 
de l'assertion suivante: soit un morphisme d'anneaux A -+ B et soit E un 
B-module completement fidele, pour que Ie morphisme A -+ B so it plat (resp. 
fidelement plat) il suffit que Ie A-module E[A] soit plat (resp. fidelement plat). 
II suffit de prendre B a la place de R, A a la place de S, E = E et F = B : 
supposons en effet que E 0 B B soit plat sur A, alors B est plat sur A, de 
meme avec fideIement plat. 

Theoreme 1.5. Soit f: A -+ B un morphisme d'anneaux, les assertions suivantes 
sont equivalentes: 

( 1) Le morphisme fest rigide. 
(2) II existe une factorisation A -+ C -+ B, ou Ie morphisme A -+ C est un 

epimorphisme et Ie morphisme C -+ B est pur. 
(3) Le morphisme E(B) -+ B est pur. 

Preuve. La Proposition 1.3 donne: (1) entraine (2). Supposons (2) vraie, en 
vertu de [24], il existe une factorisation A -+ C -+ E(B) -+ B; mais alors, 
C -+ E(B) est un epimorphisme pur. D'apres [27], on a la relation E(B) 0 c 
E(B)jC = O. Or un morphisme pur descend la nullite des modules; donc 
E(B) = C. II en resulte que (2) entraine (3). Supposons main tenant que Ie 
morphisme E(B) -+ B soit pur, la proposition suivante montre que DA(B) = 
DE(B)(B). Mais un morphisme pur est strict (cf., par exemple, [24]); il en 
resulte que DE(B)(B) = E(B). Donc Ie morphisme D(B) -+ B est pur. Ainsi 
(3) entraine (1). 

Proposition 1.6. Soil un compose de morphismes d'anneaux A -+ C -+ B. 
(1) Si Ie morphisme A -+ C est un epimorphisme, alors D4(B) = Dc(B). 
(2) Si Ie morphisme A -+ C est un epimorphisme, alors A -+ B est un 

morphisme rigide si et seulement si C -+ B est un morphisme rigide. 
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Preuve. Si A -> C est un epimorphisme, la relation B Q9 A B = B Q9c B montre 
(1). Dans ce cas, il est clair aussi que la rigidite de C -> B entraine la rigidite 
de A -> B. Supposons Ie morphisme A -> B rigide et que A -> C soit 
un epimorphisme, alors par (1) on a Dc(B) = DA(B) , donc Ie morphisme 
Dc(B) -> B est pur. 

On introduit maintenant un foncteur qui nous permettra de preciser Ie com-
portement du dominion dans les changements de base. Soit A -> B un mor-
phisme d'anneaux et soit Ie morphisme de A-modules j: B -> B Q9 A B defini 
par j(b)=bQ91-1Q9b;pourtout A-module M ondefinit DA(B,M) comme 
etant Ie noyau du morphisme j Q9 1 M' II est facile de voir que D A (B , M) est 
un foncteur en M de Mod A dans Mod A ' qui commute aux limites inductives: 
en effet D A (B , M) est un noyau. 

Proposition 1.7. Soit A -> B un morphisme d'anneaux et soit A -> A' un autre 
morphisme d'anneaux. On designe par B' l'anneau B Q9 A A' . 

(i) Si Ie morphisme A -> A' est plat, alors D(B) Q9A A' = D(B' ). 
(ii) Si Ie morphisme A -> A' est pur, Ie morphisme D(B) -> D(B') est pur 

dans la categorie des A-modules. 

Preuve. L'assertion (i) resulte de ce que D(B) est Ie noyau de j. Supposons 
Ie morphisme A -> A' pur. Le foncteur DA(B, M) commute aux limites 
inductives. Or, on sait qu'une suite exacte de A-modules 0 -> N -> M -> P -> 0 
est pure si et seulement si elle est limite inductive de suites exactes scindees. 
On en deduit qu'une inclusion pure est transformee en inclusion pure par Ie 
foncteur DA(B, M). II en resulte que Ie morphisme DA(B, A) -> D 4 (B, A') 
est pur dans Mod.j' II suffit alors de constater que DA(B, A) = D(B) et que 
D A (B , A') = D(B') , pour achever Ia preuve de (ii). 

Proposition 1.8. Le cfasse des morphismes rigides est stable par changement de 
base et les morphismes purs descendent les morphismes rigides. 

Preuve. La premiere assertion est claire. En reprenant les notations de Ia Propo-
sition 1. 7, supposons Ie morphisme A -> A' pur et Ie morphisme A' -> B' 
rigide. Nous avons une factorisation D(B) -> B -> B' = D(B) -> D(B') --> B' ; 
Ie morphisme D(B') -> B' est pur, donc A-pur, Ia Proposition 1.7 montre 
que Ie morphisme D(B) -> D(B') est A-pur. II en resulte que Ie morphisme 
D(B) -> B est A-pur donc pur. Donc Ie morphisme A -> Best rigide. 

Proposition 1.9. Soil I: A -> B un morphisme d'anneaux. Le morphisme I est 
rigide si et seulement si pour tout ideal premier P de A, Ie morphisme Ip est 
rigide. 

Preuve. La partie directe est claire. La Proposition 1. 7 nous montre que D(B) p 

= D(Bp). Supposons que pour tout ideal premier P de A Ie morphisme Ip 
soit rigide, alors Ie morphisme D(B p) -> B p est A p-pur, pour tout ideal premier 
P; donc Ie morphisme D(B) ---t B est pur, car A-pur (cf. la Proposition 1.3). 
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Proposition 1.10. Soit {Ai} iEI un systeme inductif filtrant de A-algebres, dont 
les morphismes structuraux sont rigides, alors la limite inductive de ce systeme 
est une A-algebre dont Ie morphisme structural est rigide, 
Preuve. Avec les hypotheses de la proposition, on obtient un systeme inductif 
filtrant de A-algebres {D(A;)}iEI ' dont la limite est D(Li..mA): en elfet, si A ----7 
B est un morphisme d'anneaux, l'anneau D(B) est Ie noyau d'un morphisme 
de A-modules B ----7 B 129 A B. 11 suffit, pour terminer, de se rappeIer qu'une 
limite inductive de morphismes purs est un morphisme pur. 
Remarque 1.11. La classe des morphismes rigides n'est pas stable par compo-
sition. Soit, par exemple un morphisme non rigide (il en existe, comme on Ie 
verra au §II), A ----7 B; Ie morphisme Z ----7 A ----7 Best rigide (cf. l'introduction 
ou Ie §II); il en est done de meme pour Ie morphisme A ----7 B Q9z A; si la classe 
etait stable par composition, Ie morphisme A ----7 B Q9z A ----7 B serait rigide. 
Proposition 1.12. Soit (P) une propriete de morphismes d'anneaux tefle que: 

(i) La propriete (P) est stable par composition. 
(ii) Les isomorphismes verifient (P). 

(iii) Un morphisme d'anneaux A ----7 B verifie (P) si et seulement si pour tout 
ideal premier P de A Ie morphisrne Ap ----7 Bp verifie (P). 

Alors, si deux morphismes d'anneaux A ----7 A' et B ----7 B' verifient (P) il en est 
de meme pour Ie morphisme A x B ----7 A' x B' . 
Preuve. On commence par montrer que si A et B sont des anneaux et si S est 
une partie multiplicative de A, contenant 1, et Test une partie multiplicative 
de B, con tenant 1 et 0, alors il existe un isomorphisme canonique (AxB)sXT----7 
As' Soient done deux morphismes d'anneaux A ----7 A' et B ----7 B' verifiant (P), 
Ie resultat sera prouve si l'on montre que Ie morphisme A x B ----7 A' x B veri fie 
(P). Pour cela, il suffit d'etablir que tout morphisme obtenu par localisation en 
un ideal premier de A x B verifie (P). Or les ideaux premiers de A x B sont 
du type P x B , OU P est un ideal premier de A, ou du type A x Q, OU Q 
est un ideal premier de B. On montre alors, sans difficulte, que Ie morphisme 
(A x B)PXB ----7 (A' X B)PXB s'identifie a AI' --t A~, done veri fie (P) et que Ie 
morphisme (A x B) ----7 (A' x B) localise en A x Q s'identifie a l'identite de BQ , 

done veri fie (P). 
Proposition 1.13. Tout produit fini de morphismes rigides est un morphisme 
rigide. 
Preuve. C'est une consequence directe de la Proposition 1.12: la propriete pour 
un morphisme d'anneaux d'etre un epimorphisme ou un morphisme pur, verifie 
les conditions de la Proposition 1.12. 
Definition 1.14. Un anneau A est dit pre-auto-injectif si pour tout ideal I non 
nul de A l'anneau AI I est auto-injectif. 
Proposition 1.15. Soit A un anneau pre-auto-injectif, a/ors tout morphisme 
d'anneaux A ----7 B, non injectif, est rigide. 
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Preuve. So it A ~ AI I ~ B la factorisation d'un morphisme A ----> B de noyau 
I -I O. Si l'anneau A est pre-auto-injectif, l'anneau AI I est auto-injectif; 
il existe donc une retraction du morphisme AI I ----> B; il en resulte que ce 
morphisme est pur. 

L'interet de la proposition precedente vient de ce que G. B. Klatt et L. S. Levy 
ont caracterise les anneaux pre-auto-injectifs dans [14]. Suivant leur terminolo-
gie, un anneau est dit de valuation si ses ideaux sont totalement ordonnes; un 
anneau de valuation lineairement compact, pour la topo)ogie discrete, est dit 
maximal; un anneau de valuation est dit presque maximal si toute image ho-
momorphe propre de cet anneau est un anneau maximal. Avec ces definitions, 
les anneaux pre-auto-injectifs sont decrits dans liste suivante: 

(1) Un anneau integre (necessairement PrUferien), tel que pour tout ideal 
maximal M de cet anneau A, l'anneau AM soit un anneau de valuation 
presque maximal, et tel que tout ideal so it contenu dans un nombre fini d'ideaux 
maximaux. De plus Dim(AM) = 1, pour tout ideal maximal M de A. 

(2) Un produit fini d'anneaux de valuation maximaux, ayant un seul ideal 
premier. Dans ce cas A est auto-injectif. 

(3) Un anneau de valuation presque maximal, ayant un seul ideal premier. 
(4) Un anneau local dont l'ideal maximal Maune suite de composition de 

longueur 2 et satisfait M2 = O. 
Notons que si un anneau verifie les conditions de (2), tout morphisme de 

source cet anneau est rigide. Dans Ie paragraphe suivant, on Hudie de tels 
anneaux. 

On donne maintenant une application des resultats du paragraphe. Elle sort 
un peu du cadre de cette etude, mais presente un interet. 
Proposition 1.16. Soit A un anneau de valuation de corps des fractions K et 
d'ideal maximal M. On suppose qu'il existe une famille {A) iEi de so us-
anneaux Noetheriens de A, telle que A soil la reunion filtrante de la famille 
et telle que, pour tout i E I, Ie morphisme Ai ~ A so it plat. Alors l'anneau A 
est limite inductive filtrante d'anneaux de valuation discrete, donc est de dimen-
sion injerieure au egale a 1. 
Preuve. Considerons Ie morphisme plat Ai ~ Di(A) ~ A. Le morphisme 
Di(A) ---+ A est plat et strict (cf. [16]). Soit Ki Ie corps des fractions de Di(A) , 
alors A n Ki = Di(A); en elfet si x = ay, ou x, Y E Di(A) et a E A, la 
Proposition 2.22 de [24] montre que a E Di(A) , puisque Ie monomorphisme 
D/A) ---+ A est plat et strict, Di(A) est un anneau reduit et y est regulier. On en 
deduit que Di(A) est un anneau de valuation, d'ideal maximal Mi' au-dessous 
de M. Mais alors Ie morphisme Di(A) ~ A est fidelement plat. 11 en resulte 
que Ie morphisme Ai ~ Di(A) est plat, donc un epimorphisme plat, d'apres la 
Proposition 3.1 de [16]. On en deduit que l'anneau Di(A) est Noetherien, en 
vertu de la Proposition 2.3 de [16]. 

Pour achever la demonstration, il suffit de remarquer que la famille {Di(A)} 
est filtrante, pour I'inclusion. Sa reunion est evidemment egale a A, puisqu'il 
en est de me me pour la famille {Ai}' 
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II. LE CAS FONDAMENTAL DE MORPHISME RIGIDE-ANNEAUX RIG IDES 

On se propose de donner maintenant un exemple fondamental de morphisme 
rigide. On obtiendra, a partir de cet exemple, une classe d'anneaux ayant la 
propriete remarquable, decrite dans la definition suivante. 

Definition 2.1. Un anneau A est dit rigide si tout morphisme d'anneaux A --+ B 
est rigide. 

11 est clair qu'un anneau A est rigide si et seulement si tout morphisme 
d'anneaux A --+ B de presentation finie est rigide (cf. la Proposition 1.10). 
Cette definition, qui peut paraitre a priori drastique, se justifie par Ie fait que 
1'anneau Zest rigide, ainsi qu'il a ete dit dans l'introduction. 

Pour obtenir d'autres exemples d'anneaux rigides, on peut penser a generaliser 
convenablement la theorie de [3]. On obtient ainsi, sans trop de difficultes, 
que tout anneau principal est rigide. Mais la demonstration, qui se fait a 
l'aide de complexes d'Amitsur, est fortement liee au fait qu'un anneau prin-
cipal est Noetherien. Aussi nous utiliserons d'autres idees. Pour cela, il est 
besoin d'6tablir des resultats ayant un interet propre. 

On rappelle les definitions suivantes: un anneau est dit pur s'il est sous-
anneau pur de tout anneau Ie contenant; il est dit fortement pur si tout quotient 
de cet anneau est pur; pour ces definitions, on pourra consulter l'article [17] de 
D. Lazard et P. Huet, on y trouve, en particulier, Ie resultat suivant. 

Proposition 2.2. Un anneau A est /ortement pur si et seulement si A est un 
anneau de dimension 0, dont tout ideal de type fini est monogime. 

C'est Ie Theoreme 4.1 de [17]. 

Proposition 2.3. Soit A un anneau /ortement pur, tout morphisme d'anneaux 
A --+ Best rigide. 

Preuve. So it A un anneau fortement pur, la factorisation canonique de A --+ B 
montre que ce morphisme est rigide. 

Proposition 2.4. Soit A --+ B un morphisme d'anneaux, tel que B so it un an-
neau absolument plat, alors Ie morphisme A --+ Best rigide. 

Preuve. Soit A --+ B un tel morphisme et considerons la factorisation canonique 
A --+ £(B) --+ B. En vertu de la Proposition 19 de [24], l'anneau £(B) est 
absolument plat, puisque Ie morphisme £(B) --+ B est extremal. Dans ces 
conditions, Ie morphisme £(B) --+ B est pur. 

Proposition 2.5. Soit A un anneau localement Bezoutien, tout morphisme 
d'anneaux A --+ B plat est rigide. 

Preuve. On peut supposer que 1'anneau A est Bezoutien. Le A-module B ® A B 
est plat, donc sans torsion. Soit a un element non nul de A et so it b un 
element de B / D(B) tel que 1'on ait ab = 0. Alors ab appartient a D(B) 
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entraine que a(b Q9 1 - 1 Q9 b) = 0, d'oiI b = O. Il en resulte que Ie morphisme 
D(B) -+ B est pur, puisque le A-module B / D(B) est plat. 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver Ie resultat fondamental de 
ce paragraphe. La preuve en est longue, aussi apres en avoir donne l'enonce, 
nous donnons une serie d'assertions prealables. 
Theoreme 2.6. Tout anneau Bezoutien de dimension injerieure ou egale a lest 
rigide. 

(AI) Soil A un anneau de valuation de dimension 1 et so it A -+ B un 
morphisme d'anneaux, d'ideal de torsion T. Si M est I'ideal maximal de A if 
existe un element a de M tel que Ie corps des Iractions de A soit Aa' Alors, Ie 
morphisme A -. B n 'est pas pur si et seulement si T + Ba = B. 
Preuve. D'apres [9, II-I.3.l], Ie morphisme A -+ B est pur si et seulement si 
le couple 0 c M se remonte en un couple d'ideaux premiers p' C Q' de B. 
Designons par I Ie morphisme A -+ B. La fibre en M de I est a I-I (M) = 
V(f(a)) , puisqu'un ideal premier de B se contracte en M si et seulement si 
il contient I(a). D'autre part, I'adherence de la fibre generique a I-I (0) est 
V(T). Puisque la fibre generique est une partie pro-constructible de Spec(B), 
Ie ferme V(T) est le specialise de a 1- 1(0). Tout ce qui precede montre que 
Ie morphisme I n'est pas pur si et seulement si a I-I (0) n a 1-1 (M) = 125. 
Une traduction immediate montre que la condition precedente est equivalente 
a B = T + Ba. 

(A2) Soit A un anneau de Bezout, une inclusion MeN de A-modules est 
pure si et seulement si pour tout element a de A on a la relation: aM = aNnM . 

Preuve. I. Kaplansky a montre dans [13] que lorsque A est un anneau de Be-
zout, toute matrice sur A peut se mettre sous une forme triangulaire: si X est 
une malrice a coefficients dans A, il existe une matrice unimodulaire U telle 
que XU soit triangulaire (en fait, il obtient des resultats plus generaux). Or 
la purete, comme on Ie sait, peut s'exprimer a l'aide d'equations lineaires. Uti-
lisant la reduction a la forme triangulaire de toute mat rice sur A, il n'est pas 
difficile de voir que la purete de Ai c N equivaut bien a la condition donnee 
dans (A2). 

Soit A un anneau, si AJ c Nest une inclusion de A-modules satisfaisant: 
pour tout element a de A on a la relation aM = aNnM , on dil que l'inclusion 
est faiblement pure. Bien entendu, la purete entraine la purete faible. 

(A3) Soil A un anneau de Bezout de dimension 1, alors A est un anneau a 
diviseurs elementaires, ce qui signijie que pour toute matrice X, a coefficients dans 
A, if existe des matrices U et V unimodulaires, telles que UXV soit une matrice 
diagonale. 

Preuve. II s'agit d'un resultat de I. Kaplansky, publie dans [4, Theoreme 3.15]. 

(A4) Soit A un anneau de Bezout de dimension 1 et soit A --+ B un morphisme 
d'anneaux, de dominion D. Alors un element d de B appartient a D si et seulement 
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si d = Li xiaiYi ' ,au Xi' Yi E B et ai E A sont des elements tels que pour tout 
indice i on ait xiai et aiYi E Im(A ~ B) . 

Preuve, II suffit de reprendre la demonstration de la Proposition 5,1 donnee par 
H, H. Storrer dans [30]. 

(As) SOil A un anneau de Bezout de dimension 1, soient a et d des elements 
non nuls de A, alors if existe des elements b et c de A tel que a = bc, satisjaisant 
(b, d) = 1 et aucun jacteur, non inversible, de c n 'est premier avec d. De plus 
if existe un entier m el un element p de A tel que pc = dm- I . 

Preuve. La premiere partie n'est autre que Ie Theoreme 3.15 de [4], cite dans 
(A3). Pour montrer la deuxieme assertion, on reprend la preuve du resultat 
de I. Kaplansky cite ci-dessus: on considere la suite d'elements de A suivante: 
a l = a(a, d)-I, a2 = al(a l , d)-I, a3 = a2(a2 , d)-I, ... ; pour un entier m 
on obtient (am' d) = 1 , l'eiement c est egal a (a, d)(a l ' d) .. , (am_I' d) , il 
est facile de voir que dans ces conditions il existe un element p de A tel que 

dm - I pc = . 

(A6) Soit A un anneau de Bezout, de dimension 1 et soit A ~ B un mor-
phisme d'anneaux, de dominion D. Supposons que ax = b, au x E B, 
a , b E A, if existe alors un element d de D tel que ax = ad . 

Preuve. II s'agit d'un plagiat de la demonstration du Lemme 5.2 de [30]. Cepen-
dant, on donne cette preuve car des details sont differents. Soient donc a, b, x 
comme indique dans l'assertion et soit c un p.g.c.d. de a et b, on a une re-
lation c = aa' + bb' , oil a' et b' sont des elements de A. Alors xax est un 
element de D, en vertu de (A4) , puisque ax = b est un element de I'image 
de A. Par consequent bx appartient aD. Mais alors xc = xaa' + xbb' , 
on en deduit que xc E D et de meme que ci-dessus que x 2 c ED, en effet Ie 
morphisme D ~ B etant strict, son dominion est D. Une recurrence montre 
que xn c ED, pour tout entier n 2: 1 . 

On va prouver qu'il existe des elements q et r de A et un entier m tels que 
d = xmcr+q E D verifient la relation voulue ax = ad. Pour cela, soit a = alc 
et soit b = b l C , et considerons Ie couple a l ' c; en vertu de (As) on peut ecrire 
c = CI C2 ' oil (c2 ' al ) = 1 et il existe un element p de A tel que clP = a~-I ; 
en particulier ep = a;n-I c2 . Puisque a l et b l d'une part et a l et c2 d'autre 
part sont premiers entre eux, il en est de meme pour a l et b;n-I c2 et on obtient 

I · 1 /I bm - I /I , /I /I /I /I une re atlOn = al a + I c2c, ou a , c EA. Posons u = c2c , r = pc 
b /I d I' . d . m-I b bm et q = la , es re atlOns CI- essus on tlre: cr = al u et I = qal + I u. 

M . b ".. b d'd . 2 2 b2 als ax = s ecnt aussl xa l c = I c, on en e Ult que x al c = I c, et, par 
, m m bm Al d (m ) m m-I recurrence, que x alc= Ie. ors a= x cr+qa=x al ueal+qalc, 

car cr = a~-Iu; on en deduit que da = b~cu + qalc = blc = b = ax, car 
b l = qal + b~u. 
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Proposition 2.7. Soit A un anneau de Bezout de dimension inferieure au egale 
it 1, alors tout monomorphisme strict A ----+ B est pur. 

Preuve. II suffit de traiter Ie cas OU rim(A) = 1 . En vertu de (A2 ) il suffit de 
montrer que pour tout element a, non nul de A on a la relation Aa = An B a . 
Soit donc x un element de B tel que ax E A ,d'apres (A6) il existe un element 
d du dominion D de A ----+ B tel que ax = ad . Or Ie morphisme A ----+ Best 
strict, donc d appartient a A. II en resulte que Ba n A est contenu dans Aa. 

Donnons la preuve du Theoreme 2.6. So it A ----+ B un morphisme d'anneaux, 
OU A est un anneau de Bezout, tel que Dim(A) ::::; 1 . En vertu de la Proposition 
1.9, on peut supposer A local, donc que A est un anneau de valuation de 
dimension 1. Soit A ----+ E ----+ B la factorisation du morphisme, a travers Ie 
dominion. Le morphisme A ----t E est un epimorphisme: il suffit de repeter la 
demonstration de la Proposition 5.1 de [30]; en effet, Ie Lemme 5.2 de [30], est 
l'equivalent de (A6) dans la situation de 2.6. 

On peut supposer de plus que Ie morphisme A ----+ Best injectif. Dans Ie cas 
contraire, soit I # 0 Ie noyau du morphisme, la factorisation A ----+ Aj I ----+ B 
nous montre que Ie morphisme A ----+ Best rigide: en effet, l'anneau Aj I est un 
anneau fortement pur (cf. 2.2). Le morphisme A ----+ E etant un epimorphisme 
et Ie spectre de A, soit Spec(A), etant constitue de 0 et de l'ideal maximal 
M , deux cas peuvent se presenter pour Ie spectre de E, puisque Ie morphisme 
spectral Spec(E) ----+ Spec(A) est injectif: ou bien Spec(E) a deux elements, ou 
bien Spec(E) est reduit a un element. Dans Ie cas OU Spec(E) a deux elements 
P et Af' , necessairement l'un d'eux, par exemple P se contracte en 0 et donc 
M' se contracte sur Af. Mais alors Ie couple P c M' se contracte sur Ie couple 
OeM: on en deduit que Ie morphisme A ----+ E est pur (cf. [9,11-1.3.1]). Or 
un epimorphisme pur est un isomorphisme; on sait, en effet, d'apres [27], que 
E 0.4 E j A = 0, et un morphisme pur descend la nullite des modules. Dans Ie 
cas present Ie morphisme A ----+ B est un monomorphisme strict de source un 
anneau de Bezout A tel que Dim(A) ::::; 1, on deduit de 2.7 que Ie morphisme 
A ----t B est pur donc rigide. Si maintenant, Spec(E) est reduit a un element, 
Ie couple 0 c M ne se remonte certainement pas a E, donc Ie morphisme 
A ----+ E n'est pas pur. So it T son ideal de torsion. II resulte de (AI) que l'on 
a un element a de A tel que a E M et tel que Ie corps des fractions de A 
soit Aa; de plus T + Ea = E. Si M' est l'unique element de Spec(E), il ne 
peut se contracter sur M; en effet, si c'etait Ie cas, puisque T est un ideal de 
E different de E, car A ----+ E est injectif, on voit que Test contenu dans 
M' ; d'autre part, M' se contractant sur M, contient a; on obtient alors une 
contradiction puisque les relations T c M', a E M' et T + Ea = E sont 
incompatibles. Par consequent, Af' se contracte en 0 et ne contient donc pas 
a. Mais, dans ces conditions, l'element a de A est inversible dans E: on 
obtient une factorisation A ----+ Aa ----+ E. En particulier, Ie morphisme A ----+ B 
se factorise en A ----+ Aa ----+ B, ou Aa est un corps. La preuve est alors terminee, 
puisque A ----+ Aa est un epimorphisme et Ie morphisme Ail ----+ B est pur. 
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Remarque 2.S. La preuve du Theoreme 2.6 montre que lorsque A est un an-
neau de valuation de dimension 1, si A ----> B est un morphisme d'anneaux 
de dominion D, alors l'epimorphisme A ----> D est so it un isomorphisme, soit 
une surjection, soit une localisation. On en deduit que tout epimorphisme de 
source A est du type precedent, en effet la factorisation d'un morphisme rigide 
est unique, a un isomorphisme pres. 

Proposition 2.9. Tout anneau de Pruler, de dimension I, est rigide. En part i-
culier, un anneau de Dedekind est rigide. 

Preuve. EI1e est claire, il suffit de localiser. 

III. PROPRIETES DES ANNEAUX RIGIDES-CARACTERISA TIONS 

D'ANNEAUX RIGIDES 

On commence par donner des proprietes des anneaux rigides. En particulier 
on montre leur stabilite par rapport a certaines constructions. Ces resultats 
permettront ensuite de caracteriser des anneaux rigides. 

Lemme 3.1. Soit A un anneau et soit S une partie multiplicative de A. Si 
As ----> B' est un morphisme de presentation fin ie, il existe un morphisme de 
presentation finie A ----> B tel que B 0.4 As = B' . 
Preuve. Elle est sans doute bien connue. L'anneau Best ega I a I'anneau quo-
tient d'un anneau de polynomes AS[XI , ... , Xn] par un ideal de type fini 
engendre par PI"'" Pq • Mais il existe un element s E S, tel que, pour 
i = 1, ... , q, on ait sPi = Qi appartenant a A[XI' ... , Xn]. II suffit alors de 
prendre B = A[XI ' ... , Xn]/(QI' ... , Qq)' 

Proposition 3.2. Soit A un anneau rigide, pour tout epimorphisme plat A ----> B, 
l'anneau B est un anneau rigide. En particulier, pour toute partie multiplicative 
S de A, l'anneau As est rigide. 

Preuve. Soit P un ideal premier d'un anneau rigide A, tout morphisme Ap ----> 

B de presentation finie est rigide, en vertu du Lemme 3.1. Done I'anneau Ap 
est rigide. Si maintenant, A ----> B est un epimorphisme plat, pour tout ideal 
premier pi de B, se contractant en P dans A, Ie morphisme Ap ----> Bp est 
un isomorphisme, d'apres la Proposition 2.4 de [16]. Done l'anneau B pest 
rigide; l'anneau B p' etant Ie localise de Bp par un ideal premier est lui-meme 
rigide. Mais alors, la Proposition 1.9 nous montre que Best rigide: soit en 
effet un morphisme B ----> S' , tout localise en un ideal premier de B etant un 
morphisme rigide, Ie morphisme B ----> S' est rigide. 

Corollaire 3.3. Un anneau A est rigide si et seulement si pour tout ideal premier 
P de A I 'anneau A pest rigide. 

Proposition 3.4. Soit A un anneau rigide, pour tout ideal I de A l'anneau AI I 
est rigide. 
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Preuve. Soit AI 1-+ B' un morphisme de presentation fmie, exactement comme 
dans Ie Lemme 3.1, il existe un morphisme de presentation finie A -+ B tel que 
B' = B 0 A AI I. On termine la preuve de meme que dans la Proposition 3.2. 

Proposition 3.5. Une limite inductive filtrante d'anneaux rigides est un anneau 
rigide. 
Preuve. Soit A un anneau, limite inductive filtrante d'un systeme inductif d' 
anneaux {A)iEI rigides. Soit A -+ B un morphisme de presentation finie, en 
vertu des E.G.A. [8, IV, 8.8.2], il existe un element i de I et un morphisme 
Ai -+ Bi de presentation finie, tel que B = Bi 0 A A; d'oille resultat, puisque la 
propriete pour un morphisme d'e1re rigide est st~ble par changement de base. 

Proposition 3.6. Tout produit fini d'anneaux rigides est. un anneau rigide. 
Preuve. Soient A et B des anneaux rigides et soit 

A x B -+ (A X B)[Xj , ... , Xn]1 I 

un morphisme de presentation finie, donc tel que I soit un ideal de type fini. On 
sait qu'il existe un isomorphisme canonique f de (A x B)[Xj , ... , Xn] dans 
A[Xj , ... , Xn] x B[Xj , ... , Xn] , tel que l'on ait f(l) = J x K , oil J et K sont 
des ideaux de type fini. On en deduit que Ie morphisme s'identifie au produit de 
deux morphismes rigides et est donc un morphisme rigide (Proposition 1.13). 

Proposition 3.7. Soit A un anneau rigide, a/ors: 
(i) Tout morphisme entier injectif A -+ B est pur. 

(ii) Tout morphisme universellement submersif A -+ B tel que, soit A est 
un anneau reduit, soit A -+ Best injecti/, est un morphisme pur. 

Preuve. Soit A un anneau rigide et soit A -+ B un morphisme entier injectif. 
La A-algebre B est limite inductive de A-algebres B i , dont les morphismes 
structuraux sont finis, de presentation finie. Comme la purete d'un morphisme 
est stable par passage a la limite inductive, on est ramene au cas d'un morphisme 
fini injectif A -+ B . Or un tel morphisme est extremal. Plus generalement, so it 
un compose de monomorphismes A -+ B -+ C , oil Ie morphisme A -+ C est 
fini, d'apres [28], si C a un systeme de generateurs a n elements sur A, alors 
Dn(B) = E(B) = A. Or (cf. partie rappels), Ie morphisme E(B) -+ Best 
extremal. Puisqu'un morphisme rigide se factorise en un epimorphisme, suivi 
d'un morphisme pur, il resulte de la definition d'un morphisme extremal que Ie 
morphisme A -+ B est pur. 

So it maintenant un morphisme A -+ B universellement submersif et soit 
A -+ E -+ B sa factorisation en un epimorphisme suivi d'un morphisme pur. Le 
morphisme A -+ E est alors un epimorphisme universellement submersif, donc 
un homeomorphisme universel. En particulier, il est universellement ferme, 
donc est un morphisme entier. Si Ie morphisme A -+ Best injectif, la partie (i) 
nous montre que Ie morphisme A -+ E est pur et, etant un epimorphisme, est 
un isomorphisme, par un raisonnement deja fait. Si l'anneau A est reduit, soit 
I Ie noyau du morphisme A -+ E, l'anneau AI I est rigide et Ie morphisme 
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Aj I -+ E est un morphisme entier injectif, donc pur en vertu de (i). Com me 
ce morphisme est un epimorphisme, c'est un isomorphisme. Mais alors, Ie 
morphisme A -+ Aj I etant spectralement surjectif, on voit que Ie Nil(A) = O. 
Dans les deux cas Ie morphisme A -+ B est pur. 

Proposition 3.8. Soit A -+ A' un morphisme d'anneaux descendant la rigidite 
des morphismes (par exemple, un morphisme pur), si I'anneau A' est rigide if 
en est de meme pour I 'anneau A. 
Preuve. So it A -+ A' un morphisme d'anneaux descendant la rigidite, tel que 
A' soit un anneau rigide. Si A -+ B est un morphisme d'anneaux, Ie morphisme 
A' -+ B ® A A' est rigide, il en est donc de meme pour Ie morphisme A -+ B . 

Nous avons obtenu suffisament de renseignements pour obtenir des caracteri-
sations d'anneaux rigides. 

Proposition 3.9. Tout anneau rigide est integralement clos. 
Preuve. So it A un anneau rigide et soit T son anneau total des fractions. Si 
l'on designe par A la fermeture integrale de A dans T, pour un element ab- I 

de A on obtient la relation b(ab -I) E bA n A = Ab , en vertu de la purete de 
A -+ A (Proposition 3.7). Or b est un element regulier de A, done ab -I est 
un element de A. 

Remarque 3.10. On peut se demander si Ie resultat suivant est vrai: si A est un 
anneau rigide, il en est de meme pour A[X]. II n'en est rien: soit K un corps, 
donc un anneau rigide; si Ie resultat Hait vrai, par la Proposition 3.4, l'anneau 
K[X, Y]j(X2 - y 3) serait inH:gre et rigide, done integralement dos, ce qui est 
faux. 

Proposition 3.11. Soit A un anneau rigide et rMuit, tout ideal de A est integrale-
ment clos. 
Preuve. La fermeture integrale d'un ideal I d'un anneau A est l'ensemble i 
des elements b de A tels qu'il existe un polyn6me P(X) = Xn + alXn- 1 + 
... + aiXn- i + ... + an oil a i E t, pour lequel P(b) = O. On a lei et 
I est dit integralement dos si I = i. Soit, tout d'abord, un ideal de type fini 
1= (a l ' ••• , an) de A oil A est un anneau rigide et reduit. Nous avons prouve 
dans [22, I, 41], que si a est un element de A, appartenant ai, Ie morphisme 
A -+ A[X]j(f(X)) , oil f(X) = a + a l X + ... + anXn , est universellement 
submersif. II resulte de la Proposition 3.7 qu'un tel morphisme est pur. Si 
l'on fait Ie changement de base A -+ B = AjI, Ie morphisme devient B -+ 

B[X]j(a). Puisque ce dernier morphisme est injectif, on voit que a E I. Si 
maintenant, l'ideal I n'est pas de type fini, soit a un element de i, il existe 
un ideal J de type fini tel que J soit contenu dans I et a E J = J. II en 
resulte que I = i. 

Voici un lemme, bien connu dans Ie cas oil Ie spectre minimal d'un anneau 
est fini. 
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Lemme 3.12. Soit A un anneau et soit I un ideal de A. Pour tout ideal premier 
minimal m de A, on designe par I (m) l'ideal I A I m de A I m et par fm la 
surjection canonique A -> Aim. On a alors la relation suivante: i est egal a 
l'intersection des ideaux f,~) (/(m)) , pour mE Min(A). 

Preuve. Le resultat suivant est bien eonnu: si f: A -> A' est un morphisme 
d'anneaux et si x est un element de A', pour que x soit entier sur A il 
faut et il suffit que pour tout ideal premier minimal m de A' I'element x de 
A'im soit entier sur A. Ceci etant dit, rappelons-nous qu'un element b de A 
appartient it i si et seulement si bX est entier sur I'anneau de Rees suivant: 
A/ = A + I X + 12 x2 + ... + In Xn + .... Supposons que b soit un element de 
A tel que fm(b) E I(rn), pour tout ideal premier minimal de A, alors fm(b)X 
est entier sur Alm/(m)' Or un ideal premier minimal de A[X] est de la forme 
m[X], ou m est un ideal premier minimal de A. Considerons Ie diagramme 
eommutatif 

1 
Aim/1m ) Alm[X] 

Ie morphisme g est surjeetif, I'element f,n(b)X de Alm[X] est entier sur 
Alm/(m) , done sur A) ; Ie debut de la preuve nous montre que bX est entier 
sur A/, done que b E i. On a done montre une inclusion, I'autre est evidente. 

Conformement it la definition de M. D. Larsen et P. J. McCarthy dans [15], 
nous dirons qu'un anneau A est de Prtifer si tout ideal de type fini et regulier de 
A est inversible. Si A est un anneau integre, on retrouve la definition classique, 
en rempla<;ant les mots ideal regulier par ideal non nul. Le Theoreme 10.18 de 
[15] nous assure qu'un anneau A est de Prtifer si tout ideal de type fini, regulier, 
est simplifiable dans Ie mono'ide des ideaux de A, et reeiproquement. 

Proposition 3.13. Soit A un anneau reduit et rigide, alors A est un anneau de 
Prufer. 
Preuve. Supposons la proposition demontree lorsque A est un anneau integre. 
Soient J et K des ideaux d'un anneau reduit et rigide et so it I un ideal de 
type fini et regulier de A, tel que I J = I K. Pour tout ideal premier minimal 
m de A, on a alors I(m)J(m) = I(m)K(m), ou I(m) est un ideal non nul de 
AI m. Or, puisque A est un anneau rigide, I'anneau Aim est rigide et integre. 
Avec I'hypothese faite ei-dessus, Aim est un anneau de Prtifer. On en deduit 
que J(m) = K(m). Compte tenu de 3.12, on en deduit que j = R; puis, en 
vertu de 3.11 que J = K . Done A est un anneau de Priifer. 

On voit done qu'il suffit de montrer qu'un anneau integre et rigide est un 
anneau de Priifer, au sens classique. 

So it done A un anneau integre et rigide. On adopte les definitions suivantes 
de [7, Chapitre V]: soit A un anneau integre, integralement clos et soit {V;} 
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la famille des sur-anneaux de valuation de A, si I est un ideal de A, on pose 
Ib = n H~. II est bien connu que Ib n A = 1. Dans Ie cas qui nous occupe, 
l'anneau A est integralement clos (cf. Proposition 3.9) et tout ideal de A est 
integralement clos. D'apres Ie Lemme 32.6 de [7, Chapitre V], si f(X) et g(X) 
sont des polynomes de A[X], design ant par c(f(X)) Ie contenu du polynome 
f(X) , on a la relation suivante: c(f(X)/ c(g(X)/ = c(f(X)g(X))b. Puisque 
pour tout ideal I de A on aussi la relation Ib n A = I , on deduit des relations 
(I. J)b = (Ib . Jb)b et (Ib)b = Ib (cf. [7]), que pour tout couple f(X) , g(X) 
de polynomes de A[X] on a c(f(X))c(g(X)) = c(f(X)g(X)). Le Theoreme 
28.6 de [7, Chapitre IV], nous permet d'affirmer que l'anneau A est de Priifer. 
Proposition 3.14. Tout anneau reduit et rigide est un anneau de Prufer de di-
mension inferieure au egale a 1. 
Preuve. On peut supposer que A est un anneau integre et local rigide, donc est 
un anneau de valuation, en vertu des resultats precedents. Si la dimension de 
A est superieure ou egale a 2, soit M son ideal maximal et soit P un ideal 
premier de A, contenu strictement dans M et different de O. Soient s un 
element, non nul de A, tel que s E P, et t un element de A appartenant a 
M - P. Alors s et t sont des elements de A, non nuls ni inversibles, tels 
que v(s) n D(t) so it non vide. II resulte du Corollaire 1,33 de [22], que Ie 
morphisme A ----+ A[X]/(s(l- tX)) est universellement submersif, mais ne peut 
etre pur. Ce dernier fait contredit la Proposition 3.7. Ainsi la dimension de A 
est inferieure ou egale a 1. 
Remarque 3.15. Nous n'avons pu obtenir davantage de precisions sur les an-
neaux reduits et rigides que!conques. Cependant, les resultats obtenus per-
mettent une caracterisation des anneaux rigides qui sont soit integres, soit 
Noetheriens. On peut toutefois remarquer qu'un anneau reduit et rigide n'est 
pas un anneau de Prtifer quelconque: soit A un tel anneau, pour tout ideal 
premier P de A, l'anneau Ap est encore reduit et rigide, donc Priiferien. Soit 
K l'anneau total des fractions de A p ' et designons par M l'ideal maximal de 
Ap = R. On peut construire l'anneau large des fractions de R selon M: il est 
designe par R[MJ et est ega I a l'ensemble des elements x de K pour lesquels 
xs E R, pour un element s E R - /'.1. L'anneau R[MJ = R' a un ideal premier 
M' et il existe un morphisme d'anneaux R ----+ R' pour lequel M' est au-dessus 
de M (cf. [15, Chapitre X]). Mais R est un anneau de Priifer, tout sur-anneau, 
contenu dans K est un R-module plat, d'apres 10.18 de [15]. On a donc la 
situation R ----+ R' ----+ K , OU Ie morphisme compose est un epimorphisme plat 
injectif. Le morphisme R ----+ R' etant plat, il resulte de 3.2 de [16], que R ----+ R' 
est un epimorphisme plat injectif. Puisque R est un anneau local d'ideal maxi-
mal M se remontant dans R', Ie morphisme R ----+ R' est ftdelement plat et 
un epimorphisme, done un isomorphisme. Le Theoreme 10.18 de [15] nous dit 
alors que Ap est un anneau de valuation au sens de Manis. Nous ne poursui-
vons pas dans cette voie, car les conditions suffisantes pour obtenir des anneaux 
rigides ont ete obtenues dans Ie §II, pour des anneaux integres. 
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Theoreme 3.16. Soil A un anneau integre, alors A est un anneau rigide si et 
seulernent si A est un anneau de PrUjer, tel que Dim(A) :s; 1 . 

Preuve. Une partie de la preuve est la Proposition 3.14. Pour la reciproque, 
soit A un anneau de Priifer, tel que Dim(A) :s; 1 , par localisation en un ideal 
premier P, on obtient un anneau de valuation Ap de dimension inferieure ou 
egale a 1. D'apres 2.6, I'anneau Ap est rigide, il en est done de meme pour 
I'anneau A. 

Corollaire 3.17. Soit A un anneau integre et Noetherien, alors A est un anneau 
rigide si et seulement si A est un anneau de Dedekind, au un corps. 

Theoreme 3.18. Soit A un anneau, alors 
(i) Si tout ideal de A est principal, l'anneau A est rigide. 
(ii) Si tout ideal de A est produit d'ideaux premiers (A est un anneau ZP.I.; 

cf [15]), l'anneau A est rigide. 
(iii) Si tout ideal de A, ayant pour racine un ideal premier, est une puissance 

de cet ideal premier (A est un anneau A.M.; cf [15]), alors A est un anneau 
rigide. 
Preuve. II est bien connu qu'un anneau, dont tout ideal est principal, est un 
produit fini d'anneaux, qui sont ou principaux ou de dimension 0 a ideaux 
principaux. Ce dernier type d'anneaux est fortement pur, donc rigide, d'apres 
la Proposition 2.3. II suffit alors de se rappeler que tout produit fini d'anneaux 
rigides est un anneau rigide, pour obtenir (i). So it A un anneau Z.P.I., en vertu 
de 9.10 de [15], un tel anneau est un produit fini d'anneaux de Dedekind et 
d'anneaux speciaux primaires. Or un anneau special primaire, intervenant dans 
une decomposition d'un anneau Z.P.I., est Noetherien, puisqu'il en est ainsi 
d'un anneau Z.P.I. Comme un tel anneau est local et tel que tout ideal soit une 
puissance de l'ideal maximal, ses ideaux sont principaux. Donc un anneau Z.P.I. 
est un produit fini d'anneaux rigides. Ainsi Ie cas (ii) est demontre. Supposons 
maintenant que A soit un anneau A.M., les Theoremes 9.23 et 9.27 de [15], 
nous assurent que pour tout ideal premier P de A I'anneau Ap est Z.P.I., 
done rigide. II en resulte que l'anneau A est lui-me me rigide, par 3.3. 

Rernarque 3.19. Un anneau A.M. n'est pas forcement Noetherien. On peut 
voir dans [15] qu'un anneau A.M. Noetherien est un anneau Z.P.1. Le resultat 
precedent fournit Ie maximum d'exemples d'anneaux rigides obtenus a partir 
de 2.6, en utilisant localisations et produits. En effet, un produit d'anneaux 
A.M. est un anneau A.M., puisque cette propriete equivaut a la propriete Z.P.I. 
localement (cf. la preuve de 1.12). 

Theoreme 3.20. Soit A un anneau Noetherien, alors l'anneau A est rigide si et 
seulement si A est un anneau ZP.I. 
Preuve. II suffit de montrer qu'un anneau Noetherien rigide est un anneau Z.P.I.; 
pour cela il nous suffit de Ie montrer pour tout localise en un ideal premier de 
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l'anneau (cf. Chapitre IX de [15]), On peut donc supposer l'anneau A locaL 
II est alors tel que Dim(A) ~ 1. Si la dimension de A est 0, l'anneau A est 
Artinien rigide. II en est de meme pour tout quotient de A. Dans ce cas, 
puisque tout epimorphisme de source un anneau Artinien est surjectif, l'anneau 
A est fortement pur (cf. [17]). Mais alors, on sa it par la Proposition 3.7 de [17], 
que A est un anneau local principal Artinien, donc tout ideal est une puissance 
de l'ideal maximal de A: en effet, l'anneau A est alors un anneau a ideaux 
principaux, special. 

Supposons maintenant que la dimension de A soit egale a 1 et soit M son 
ideal maximaL Alors M2 n'est contenu dans aucun ideal premier minimal de 
A. L'anneau A/M2 est Artinien rigide, donc fortement pur, ainsi qu'on vient 
de Ie voir dans Ie premier cas. On en deduit qu'entre M et M2 il n'y a pas 
d'ideal autre que M ou M2: en effet, dans A/M2 tout ideal est une puissance 
de M / M2 . Dans ces conditions, l'anneau A est Z.P.1. [15, Proposition 9.10]. 

Pour resumer, les exemples d'anneaux rigides obtenus sont les suivants: les 
anneaux fortement purs, les anneaux a ideaux principaux, les anneaux A.M. ou 
Z.P.I., les anneaux de Prilfer (integres) de dimension inferieure ou egale a 1. 
Comme exemple plus concret, l'anneau des entiers algebriques est rigide. Pour 
completer, no us allons examiner dans quel cas un anneau facto riel est rigide. 

Definition 3.21. So it un morphisme d'anneaux, injectif, A ----+ B . On dit que ce 
morphisme est inerte si toute relation be E A, OU b, e E B - {O} entraine b 
et e EA. 

P. M. Cohn a montre dans [6] que pour tout anneau a p.g.c.d. A (resp. 
factoriel), il existe un morphisme d'anneaux inerte A ----+ B, ou B est un anneau 
de Bezout (resp. principal). En fait ce morphisme est plat; pour Ie voir, il suffit 
de considerer la premiere etape de la construction: soient a et b des elements 
de A, dont un p.g.c.d. est egal a 1 et so it f = aX - bY un element de 
S = A[X , Y]. La premiere etape de la construction est l'anneau Sen constitue 
des elements homogenes de degre 0 de Sf' On obtient un morphisme plat 
A ----+ Sen; en effet, d'apres les E.G.A. [8, 11,2.2], lorsque f est un polynome 

homogene de degre d, Ie morphisme Sen ----+ S~) est libre. Or ici d = 1, 
la factorisation A ----+ SU) ----+ Sf et la platitude du compose entrainent que Ie 
morphisme A ----+ Sen est plat. 

Lemme 3.22. Un epimorphisme plat et inerte est un isomorphisme. 
Preuve. Soit A ----+ A' un tel morphisme et so it a' un element non nul de A'. 
On sait que A'a' = A' . (A n A' a' ) ; il existe donc un element a de A, non nul, 
tel que a = a' b' . Par inertie, a' est un element de A. 

Proposition 3.23. Soit A un anneau; alors 
(i) L 'anneau A est faetoriel rigide si et seulement si if est principal. 

(ii) Si A est un anneau a p.g.e.d. rigide, alors A est un anneau Pruferien. 



302 GABRIEL PICAVET 

Preuve. Dans les deux cas, soit Ie morphisme de P. M. Cohn A -+ B. II est plat 
et inerte; si de plus l'anneau A est rigide, Ie morphisme A -+ B se factorise en 
un epimorphisme plat injectif, suivi d'un morphisme fidelement plat. II resulte 
de 3.22 que Ie morphisme A -+ Best fidelement plat. Dans Ie cas ou A est 
factoriel,I'anneau B est principal. On en deduit que I'anneau A est Noetherien 
factoriel, de dimension inferieure ou egale a 1. L'anneau A est donc principal. 
Si maintenant I'anneau A est a p.g.c.d., I'anneau Best Bezoutien. Soit I un 
ideal de type fini de A , alors I Q9 A B = I B est principal, donc libre. Par descente 
fidelement plate, I'ideal I est plat. Dans ces conditions tout ideal de type fini 
d'un anneau A p , ou P est un ideal premier de A, e,,[ libre, donc principal. 
L'anneau A est donc localement Bezoutien, donc localement Priiferien. 

Proposition 3.24. Soit A un anneau integre et rigide (done Prujerien, de dimen-
sion injerieure ou egale a 1) et soit A -+ A' un morphisme injeetij de eondueteur 
I i= 0, alors A -+ A' est un morphisme pur. 
Preuve. Nous avons montre dans [22, Lemme I, 53], que Ie morphisme A -+ 

A' x AI I est universellement submersif, donc pur d'apres 3.7. Puisque I est 
non nul, pour tout ideal maximal P de A, on alp i= 0: en effet I = nIp. On 
en deduit que Ie conducteur de Ap -+ A~ est non nul. On peut donc supposer 
A local, c'est a dire de valuation, d'ideal maximal M. Puisque A -+ A' x AI I 
est pur, Ie couple 0 c M se remonte en un couple P c Q. Compte tenu de la 
forme des ideaux premiers d'un produit, Ie couple P c Q ne peut se trouver 
que dans A' , ou dans AI I. Dans Ie deuxieme cas, Ie conducteur est nul, ce qui 

I est absurde. Donc Ie couple 0 c M se remonte en un couple P c Q de A . II 
resulte de [9, II, 1.3.1], que Ie morphisme A -+ A' est pur. 

Voici quelques precisions concernant l'epimorphisme plat injectif maximal 
d'un anneau rigide. Cette notion fut introduite par D. Lazard dans [16]. Dans 
Ie cas ou Ass(A) est fini, pour un anneau A quelconque, on sa it que l'epimor-
phisme plat injectif maximal A -+ M(A) s'identifie a A -+ Tot(A). Ce cas 
recouvre les deux cas ou nous avons caracterise les anneaux rigides A: I'anneau 
A est Noetherien ou integre. Nous avons montre dans [23] les resultats sui-
vants: so it A un anneau et soit dans Spec(A) Ie generise quasi-compact X de 
Ass(A) , il existe alors un morphisme injectif d'anneaux plat A -+ X(A) tel que 
I'on ait la factorisation A -+ M(A) -+ X(A). L'anneau X(A) est Ie localise 
de I'anneau A[T] par une partie multiplicative. De plus M(A) est contenu 
dans Ie sous-anneau Ml de X(A), constitue des elements b de X(A) tels que 
(A: b)A' X(A) = X(A). 

Proposition 3.25. Soit A un anneau rigide, I'anneau M(A) est Ie dominion du 
morphisme A -+ X(A). Cest aussi I'ensemble des elements b de X(A) tels 
qu'il existe un ideal I de type fini de A, fidele, pour lequel I b cA. 
Preuve. Soit A un anneau rigide, Ie morphisme A -+ X(A) se factorise en 
A -+ D -+ X(A) , ou A -+ D est un epimorphisme plat et D -+ X(A) est un 
morphisme fidelement plat. D'apres [23], I'anneau M(A) est un sous-anneau de 
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X(A) , maximal pour la propriete A ---> M(A) est un epimorphisme plat injectif. 
II en resulte que I'on a la factorisation D ---> M(A) ---> X(A); puisque D ---> M(A) 
est a la fois un epimorphisme et un morphisme pur, c'est un isomorphisme. Le 
morphisme M(A) ---> X(A) est donc fidelement plat, donc strict. Soit b un 
element de M 1 , il existe un ideal de type fini I de A tel que I b c A et 
IX(A) = X(A). II resulte de 2.21 de [24] que b appartient a M(A): posons 
J = I M(A), alors J X(A) = X(A) et J b c M(A), de plus Ie morphisme 
M(A) ---> X(A) est strict. II en resulte que M(A) = M1 . La derniere partie de 
l'assertion est alors obtenue en reprenant une partie de la preuve de IV.1 0 de 
[24]. 

IV. LA CATEGORIE DES SCHEMAS AFFINES ET LES MORPHISMES RIGIDES 

On commence par une proposition montrant que la rigidite d'un morphisme 
d'anneaux a une signification, au niveau de la categorie des schemas. 

Proposition 4.1. Soit f: A ---> B un morphisme d'anneaux rigide, alors 
Spec(D(B)) est Ie quotient dans la categorie des schemas de Spec(B) par la rela-
tion d'equivalence dejinie par f. 
Preuve. Le morphisme D(B) ---> B est pur, donc submersif (cf. [22] par exem-
pie). Mais il est aussi strict. D'apres [20], la suite: 

Spec(B 0 D(B) B) :4 Spec(B) ---> Spec(D(B)) 

est exacte dans la categorie des schemas, d'ou Ie resultat. 

Rappelons que M. Raynaud a defini dans [26] une partie X du spectre d'un 
anne au A comme etant admissible s'il existe un epimorphisme plat A ---> E , 
tel que l'image de Spec(E) dans Spec(A) so it egale a X. Une telle partie est 
evidemment quasi-compacte et stable par generisation. 

D'autre part, soit A un anneau et so it U = D(a1 ' ... ,an) un ouvert quasi-
compact de Spec(A), il est bien connu que l'anneau des sections qU) s'obtient 
comme Ie dominion du morphisme A ---> Be ' ou l'anneau Bu est 

A[X1, ... , Xn]/(a1 X 1 + ... + anXn - 1). 

Le morphisme A ---> Bu est plat de presentation finie et d'image spectrale U. 

Proposition 4.2. Soit A un anneau, pour que tout morphisme plat de presentation 
jinie A ---> B so it rigide, if faut et if suffit que toute partie quasi-compacte et stable 
par generisation de Spec(A) soit admissible. 
Preuve. Supposons que tout morphisme plat de presentation finie, de source 
A, soit rigide. II en est alors de meme pour tout morphisme A ---> Bu' La 
Proposition 1. 3 montre que Ie morphisme A ---> D( B u) est un epimorphisme 
plat, d'image spectrale U dans Spec(A): Ie morphisme spectral associe a 
D( B u) ---> B u est surjectif. Donc tout ouvert U quasi-compact est admis-
sible. Si maintenant X est une partie de Spec(A), quasi-compacte, stable 



304 GABRIEL PICAVET 

par generisation, alors X est I'intersection des ouverts quasi-compacts con-
tenant X. Soit P I'algebre produit tensoriel sur A des anneaux D(Bu) , OU U 
parcourt I'ensemble des ouverts quasi-compacts, con tenant X. Le morphisme 
A --t P est un epimorphisme plat d'image spectrale X. 

Reciproquement, so it A un anneau tel que toute partie quasi-compacte, sta-
ble par generisation, so it admissible. Si A --t B est un morphisme plat de 
presentation finie, l'image X de Spec(B) dans Spec(A) est un ouven quasi-
compact, donc admissible. II existe donc un epimorphisme plat A --t E , dont 
I'image spectrale dans Spec(A) est X. Soit B' I'anneau B ®A E. Le mor-
phisme B --t B' est un epimorphisme plat dont Ie morphisme spectral est sur-
jectif: en effet, l'application Spec(B') --t Spec(B) XSPCC(A) Spec(E) est surjective. 
Par consequent, Ie morphisme B --t B' est un isomorphisme. On en deduit 
l'existence d'une factorisation A --t E' --t B , OU Ie morphisme A --t E' est un 
epimorphisme et ou E' --t Best une injection. Mais, Ie morphisme A --t B 
est plat, on deduit de la Proposition 3.1 de [16] que Ie morphisme E' --t Best 
plat. Comme I'image spectrale de E' dans A est contenue dans X et puisque 
Ie morphisme spectral associe a A --t E' est injectif, on voit finalement que Ie 
morphisme E' --t Best fidelement plat: Ie morphisme A --t Best rigide. 
Theoreme 4.3. Toute partie quasi-compacte stable par geru!risation du spectre 
d'un anneau rigide est admissible. 
Preuve. Evidente, compte tenu de 4.2. 

Dans Ie cas ou l'anneau A est rigide Noetherien ou integre, nous pouvons 
aller plus loin; generalisant ainsi un resultat de D. Lazard dans [16, Corollaire 
4.8]: tout ouven d'un anneau de Dedekind est affine. 
Theoreme 4.4. Soit A un anneau rigide. Si A est Noetherien ou integre, tout 
ouvert quasi-compact de Spec(A) est affine. 
Preuve. So it U un ouvert quasi-compact de Spec(A), ou A est un anneau 
rigide Noetherien ou integre. Pour montrer que U est un ouvert affine, il 
suffit de prouver que Ie morphisme A --t D( B u) est une immersion ouverte, 
ou puisque nous avons affaire a des schemas affines, que ce morphisme est 
un epimorphisme plat de presentation finie. En raison de la preuve de 4.2, 
il suffit de montrer que Ie morphisme A --t D(Bu) est de presentation finie. 
Considerons la factorisation A --t D( B u) --t B u ; si l'anneau A est Noetherien, 
il en est de meme pour Be et donc aussi pour D(Bu )' puisque Ie morphisme 
D(Bu) --t Bu est fidelement plat; si l'anneau A est integre, il en est de meme 
pour r( U) = D(Bu)' Dans les deux cas le morphisme D(Bu) --t Be est de 
type fini, puisqu'il en est ainsi de A --t Bu' Si A est Noetherien, il est clair 
que D(Bu) --t Bu est de presentation finie; si A est integre, il resulte de 1,3.4.7 
de [9] que D(Bu) --t Be est de presentation finie. Bref, dans les deux cas 
envisages, Ie morphisme D(Bu) --t Bu est fidelement plat de presentation finie. 
Le morphisme A --t Bu elant de presentation finie, il resulte de E.G.A. [8, IV, 
11.3.17] que Ie morphisme A --t D(B c') est de presentation finie, ce qui acheve 
la preuve. 
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Remarque 4.5. Si A est un anneau de Bezout, tout ouvert quasi-compact de 
Spec(A) est affine: pour un tel ouvert U il existe un element a de A tel 
que U = D(a). Le Theoreme 4.4 ne caracterise donc pas les anneaux rigides, 
puisqu'il existe des anneaux de Bezout non rigides. 

Remarque 4.6. La caracterisation des ouverts affines d'un schema affine, donnee 
par M. Hacque dans [10], permet de voir qu'un anneau dont tout ouvert quasi-
compact est affine a des proprietes arithmetiques voisines de celles d'un anneau 
de Dedekind. D'apres l'article cite, si A est un anneau, un ouvert DU; , ... , fn) 
de Spec(A) est affine si et seulement si l'ideal I engendre par 1; , ... , fn verifie 
la condition: soit 10 l'ideal de A constitue des elements de A, annules par une 
puissance de I et soit u: A --+ Ao = AlIo Ie morphisme canonique. II existe 
un entier n et une famille hI ' ... , hn d'elements de HomA (In , Ao) , telle que 
pour tout element x de In on ait u(x) = I:i=I n hi(x)u(f). Si l'anneau A 
est integre et si n = 1 , on retrouve exactement la' d~finition d'un ideal projectif. 

Dans Ie cas OU l'anneau A est Noetherien et integre, on peut preciser la 
Proposition 4.2 comme suit: 

Proposition 4.7. Soit A un anneau Noetherien integre. Tout ouvert U de 
Spec(A) est affine si et seulement si tout morphisme A --+ Be est rigide. 

Preuve. Si ron suppose que tout morphisme A --+ Bu est rigide, il suffit de 
reprendre la premiere partie de la preuve de 4.4 pour obtenir une implication. 
Reciproquement, supposons tout ouvert de Spec(A) affine, en vertu de 4.3 de 
[16], pour tout ouvert U de Spec(A), Ie morphisme A --+ D(Bu) est plat. 
Toujours d'apres [16, 3.1], Ie morphisme A --+ D( B u) est un epimorphisme 
plat et Ie morphisme D(Bu) --+ Bu est plat. En fait ce dernier morphisme 
est fidelement plat: en effet, par 4.4 de [16], !'image spectrale de Spec(D(Be)) 
dans Spec( A) est U , il en est de meme pour Spec( B u) et Ie morphisme spectral 
associe a A --+ D(Bu) est injectif. Ainsi Ie morphisme A --+ Bu est rigide. 

M. Raynaud a montre dans [26, 3.4], que sous certaines hypotheses, un mor-
phisme entier injectif a une propriete de submersivite par rapport aux parties 
admissibles. La proposition suivante montre qu'il en est de meme pour les 
morphismes purs. 

Proposition 4.8. Soit f: A --+ AI un morphisme pur et soit a f Ie morphisme 
spectral. Soil X une partie de Spec(A) lelle que a f~ I (X) soil admissible, alors 
X esl une partie admissible. 

Preuve. Montrons d'abord que X est une partie quasi-compacte, stable par 
generisation. Que X so it quasi-compacte est clair, puisque X = a f(a f~ I (X)) . 
On sa it d'apres [22], que pour tout couple P c Q d'ideaux premiers de A il 
existe un couple pi C QI d'ideaux premiers de AI , au-dessus de P c Q. Soit 
p un element de X et soit Q C P , il existe donc un couple QI C pi d'ideaux 
premiers de AI, au-dessus de Q c P. Or pi appartient a a f~ I (X) , qui est 



306 GABRIEL PICAVET 

admissible, done Q' appartient a a /-1 (X) ; on en deduit que Q appartient a 
X. Ainsi X est stable par generisation. En vertu de 4.1 de [23], il existe un 
morphisme plat A ---+ B, d'image spectrale X. Soit B' l'anneau B ®A A' , en 
vertu d'un raisonnement deja fait, puisque l'image spectrale de Spec(B') dans 
Spec(A') est a /-1 (X) qui est une partie admissible, Ie morphisme A' ---+ B' se 
factorise en A' ---+ E' ---+ B' , ou A' ---+ E' est un epimorphisme plat, d'image 
spectrale a /-1 (X). On en deduit que Ie morphisme E' ---+ B' est fidelement 
plat. Finalement, Ie morphisme A' ---+ B' est rigide. Or un morphisme pur 
descend les morphismes rigides. Done Ie morphisme A ---+ Best rigide et plat. 
On en deduit qu'il existe un epimorphisme plat A ---+ E d'image spectrale X. 
II en resulte que X est admissible. 

On se propose maintenant de montrer que sous certaines hypotheses les ou-
verts quasi-compacts des schemas affines rigides sont schematiquement denses. 
Pour cela, on etablit un lemme, sans doute bien connu, mais dont nous ne 
pouvons donner aucune reference. 

Lemme 4.9. Soit (X, Ox) un schema et soient V un ouvert affine de X et V 
et W des ouverts affines de X, contenus dans V, alors Ie diagramme suivant est 
cocartesien et tous ses morphismes sont des epimorphismes plats de presentation 
finie: 

1 1 
qv, Ox) -----; qw n V, Ox) 

Preuve. Soit Ie morphisme de schemas (V , Ox I V) ---+ (V, Ox I V) ,puisque V et 
V sont des ouverts affines, il provient d'un morphisme d'anneaux q V , Ox) ---+ 

f"( V , Ox), D'autre part, Ie morphisme de schemas ci-dessus est une immersion 
ouverte; en vertu de IV, 17.9.1 de [8], un tel morphisme est un monomorphisme 
plat, localement de presentation finie. II en resulte que Ie morphisme d'anneaux 
f"(V, Ox) ---+ qv, Ox) est un epimorphisme plat de presentation finie. D'autre 
part, on sait d'apres III, 1.3 de [19], que si YJ est une 0x-algebre coherente, 
V' c V' etant des ouverts affines, l'anneau qv', YJ) est qv', Ox) ®qU' ,Ox) 

q V' , YJ). Puisque Ie morphisme de schemas V ---+ Vest affine, il definit 
j*(OxlV) comme une 0xIV-algebre quasi-coherente, ou j designe l'inclusion 
V c V . II suffit alors d'appliquer ce qui precede, pour obtenir Ie resultat. 

Lemme 4.10. Soil A un anneau et soil V un ouvert quasi-compact de Spec(A) , 
Ie morphisme A ---+ Bu est injecti/si et seulement si Ie morphisme A ---+ D(Bu) 
est injectif. Les conditions precedentes sont encore equivalenles a Ass(A) c V 
ou a 0: (ai' ... , an) = 0 si V = D(a l ' ... , an)' 
Preuve. Que les deux premieres conditions soient equivalentes est clair. D'autre 
part, il resulte de 3.3 de [16], que Ie morphisme A ---+ Bu est injectif si et 
seulement si Ass(A) est contenu dans l'image de Spec(Bu ) dans Spec(A), 



PURETE, RIGIDITE, ET MORPHISMES ENTIERS 307 

c'est a dire U. D'autre part, si I est un ideal de type fini de A, pour que 
0: I -=I- 0 il faut et suffit que I soit contenu dans un element de Ass(A). On en 
deduit que Ass(A) c D(a j , ••• ,an) equivaut a 0: (a] ' ... ,an) est nul. 
Proposition 4.11. Soit A un anneau rigide, Noetherien au integre et soit U 
un ouvert quasi-compact, pour que U soit un au vert schematiquement dense de 
Spec(A) if faut et if suffit que Ass(A) soit contenu dans U. 
Preuve. La condition est evidemment necessaire: en effet dire que U est sche-
matiquement dense equivaut a dire que Ie morphisme 0Spec(A) -> J. (Ou) est 
injectif, J design ant l'indusion de U dans Spec(A). Si maintenant Ass(A) 
est contenu dans U, Ie morphisme A -> l( U) est injectif et pour tout ouvert V 
quasi-compact de Spec(A), il en est de meme pour Ie morphisme l(V) -> l( Un 
V), en raison du Lemme 4.9, puisque tout ouvert quasi-compact de Spec(A) 
est affine. Dans ces conditions, Ie morphisme de faisceaux 0SpeC(A) -> J. (Ou) 
est injectif. 
Corollaire 4.12. Soil A un anneau A.M., pour tout ideal premier P de A, tel 
que Ap ne soit pas auto-associe, on a Prof(Ap) .2: 1. 
Preuve. Un anneau A.M. est un anneau rigide, tel que pour tout ideal premier P 
de A I'anneau Ap est Noetherien (cf. Proposition 3.18). Le resultat s'obtient 
en utilisant IV, 21.13.4 de [8], applique a l'anneau Noetherien rigide Ap et a 
son ouvert U = Spec(Ap) - {PAp}: en effet cet ouvert est schematiquement 
dense, lorsque Ap n'est pas auto-associe. 

V. PURETE DES MORPHISMES ENTIERS 

On sait, d'apres les resultats de J. P. Olivier dans [20], que les morphismes 
purs sont exactement les morphismes qui descendent universellement la plati-
tude. Or L. Gruson et M. Raynaud ont montre dans [9] que les morphismes 
finis injectifs descendent la platitude. De plus, J. W. Brewer et E. A. Rutter 
prouvent dans [5] que les morphismes entiers injectifs descendent la platitude 
des modules de type fini. Nous avons etabli dans [22] que certains types de mor-
phismes submersifs (les morphismes universellement subtrusifs) descendent la 
platitude des modules de type fini, lorsque l'anneau de base est reduit. De plus, 
il existe un critere valuatif de subtrusivite universelle, faisant Ie lien avec la 
purete. Cet ensemble de faits induit a poser la question suivante: quand un 
morphisme entier injectif est-il pur? 

Les exemples de morphismes entiers purs abondent: 
(1) Tout morphisme entier injectif et rigide est pur. En particulier, si A est 

un anneau rigide, tout morphisme entier injectif A -> B est pur. 
(2) So it A un anneau integre et integralement dos, un morphisme A -> B 

fini, injectif, monogene en tant qu'algebre, est pur. C'est Ie Theoreme 1.0 de H. 
Seydi dans [29]. 

(3) Soit A un anneau de Priifer, un morphisme entier injectif A -> Best 
pur. On peut supposer en effet que I'anneau A est de valuation, auquel cas il 
suffit d'utiliser II, 1.3.1 de [9]. 
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(4) Soit A un anneau regulier, contenant un corps, tout morphisme d'anneaux 
A -+ B , de presentation fmie en tant que module, injectif, est pur. C'est Ie 
Theoreme 2 de [12], etabli par M. Hochster. La conjecture du facteur direct 
est que si l'on enleve l'hypothese: A contient un corps, Ie resultat ci-dessus est 
encore vral. 

(5) Soit A un anneau totalement integralement clos (cf. l'introduction), tout 
morphisme entier injectif A -+ B est pur. En effet, un anneau totalement 
integralement clos est un objet injectif, par rapport a la sous-categorie des mor-
phismes entiers injectifs. 

On notera que tous ces exemples ont en commun une propriete de cloture 
integrale pour la source. 

Proposition 5.1. Soit A -+ B un morphisme entier injectij, alors A -+ B est un 
morphisme pur si et seulement si B est limite inductive de A-algebres finies dont 
Ie morphisme structural a une retraction dans la categorie des A-modules. 
Preuve. Une partie est evidente. Supposons que A -+ B soit un morphisme 
entier pur. Alors B = LimA. , ou A -+ A. est un morphisme d'anneaux fini de 

--+ I I 

presentation finie. On sait qu'alors A -+ Ai est de presentation finie dans la 
categorie des A-modules et est un morphisme pur, puisque l'on a la factorisation 
A -+ Ai -+ B. Or Ie resultat suivant est bien connu: si M' -+ M est une 
inclusion pure de A-modules et si l'on a un diagramme commutatif de A-
modules 

E ----. P 

1 1 
M' ----. M 

ou E est un A-module de type fini et P un A-module de presentation finie, il 
existe un morphisme de A-modules P -+ M' tel que E -+ M' = E ----> P -+ M' . 
On peut alors appliquer ce resultat au diagramme commutatif 

A ----. Ai 

1 1 
A ----. B 

Corollaire 5.2. Soil A un anneau regulier contenant un corps, tout morphisme 
entier injectif A --+ B est pur. 

Remarque 5.3. On notera la parfaite analogie de 5.1 avec la notion d'algebre 
algebriquement pure de D. Popescu dans [25]: un morphisme A --+ Best dit 
algebriquement pur si tout systeme fini d'equations polynomiales, a coefficients 
dans A, ayant une solution dans B, a une solution dans A. Un morphisme 
A --+ Best algebriquement pur si et seulement si B = LimA. , ou A -+ A. est 

--+ I I 

un morphisme d'anneaux ayant une retraction dans la categorie des anneaux. 
Nous allons montrer une forme faible de la conjecture du facteur direct. 
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Proposition 5.4. Soit A un anneau jactoriel, tout morphisme entier injectij A -+ 

AI est jaiblement pur. 
Preuve. Soit A -+ B Ie morphisme de P. M. Cohn (cf. 3.21). Ce morphisme est 
plat inerte et l'anneau B est principal. Le morphisme B -+ B 0 A AI est encore 
entier injectif, donc pur puisque sa source est un anneau rigide. 11 est donc 
faiblement pur. 11 suffit donc de montrer que les morphismes inertes descendent 
les morphismes faiblement purs. So it donc j: A -+ AI un morphisme d'anneaux 
et soit g: A -+ B un morphisme inerte. Designons par BI Ie produit tensoriel 
de AI avec B sur A et soient les morphismes canoniques r: B -+ BI et 
g/: AI -+ BI . On suppose que Ie morphisme rest faiblement pur. On voit deja 
que Ie morphisme jest injectif. Soit a un element non nul de A et soit x 
un element de A, tel que j(x) E AI j(a) , il s'agit de montrer que x E Aa. Des 
donnees precedentes, on deduit que r (g(x)) appartient a BI r (g( a)) ; puisque 
Ie morphisme B -+ BI est faiblement pur, on obtient que g(x) E Bg(a). Par 
inertie du morphisme g, on voit que x E Aa , ce qui termine la preuve. 

Soit M un A-module, on designe par T(M) l'ideal de A engendre par les 
elements h(m), oil mE M et hE Hom(M, A). 
Lemme 5.5. Soit A -+ B un morphisme d'anneaux, injectif, fini, de presentation 
finie (id est de presentation finie en tant que A -module), les conditions suivantes 
sont equivalentes: 

(i) Le morphisme A -+ B est pur. 
(ii) On a T(B) = A. 

(iii) Le A-module B est un generateur de la categorie des A-modules. 
Preuve. Si Ie morphisme A -+ B est pur, on a deja vu que A -+ B a une 
retraction dans la categorie des A-modules, donc T(B) = A. Reciproquement, 
si T(B) = A, il existe des formes lineaires hi: B -+ A, des elements bi de 
B tels que 1 = 'Lhi(bi). Cette condition est universelle: soit A -+ C un 
morphisme d'anneaux, et soit h de Hom(B, A) , on definit un element hi de 
Homc(B 0 A C , C) par Ie compose B 0 A C -+ A 0 A C -+ C. Or d'apres [20], un 
morphisme d'anneaux A -+ B est pur si et seulement si il veri fie universellement 
la condition de purete cyclique: pour tout ideal I de A, on alB n A = I. 11 
suffit donc de montrer que lorsque T(B) = A, la condition de purete cyclique 
est satisfaite. Soit donc I un ideal de A et soit a E IBn A. On obtient 
deux relations: a = 'L hi(abi) et a = 'L akb~ , oil ak E I. II en resulte que 
a = 'L akhi(bib~), donc appartient a I, d'ou IBn A = I. Maintenant, la 
Proposition 8.21 de [1] nous assure que Ie A-module B est un generateur si et 
seulement si T(B) = A . 
Remarque 5.6. On a deja remarque qu'un anneau A, tel que tout morphisme 
A -+ B entier injectif soit pur, est integralement clos dans son anneau total de 
fractions. 

Dans la demonstration de 5.5 la condition (ii) entraine la condition (i), sans 
hypothese de finitude sur Ie morphisme A -+ B; ces deux remarques nous 
conduisent au resultat suivant. 
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Proposition 5.7. Soit A un anneau normal, contenant Ie corps des rationnels 
com me sous-anneau, a/ors tout morphisme en tier injectij A -> B est pur. 

Preuve. Par localisation en un ideal premier P de A on peut sup poser que 
A est inH:gre et integralement clos. On peut aussi supposer que Ie morphisme 
A -> Best fini injectif. On peut encore supposer que B est un anneau integre: 
il existe un ideal premier M de B, au-dessus de O. Dans ces conditions, 
designons par K Ie corps des fractions de A et par L celui de B, alors Ie 
morphisme K -> Lest fini et definit une extension de corps telle que [L: K] = 
n. So it t la trace associee a l'extension; si l'on restreint taB on obtient 
un element de Hom(B, A), puisque l'anneau A est integralement clos. Or 
t( 1) = n 1 A ' puisque nest inversible dans A on voit que T(B) = A, ce qui, 
compte tenu de la remarque, montre que Ie morphisme A -> B est pur. 

Dans Ie cas ou A est un anneau reduit, on dispose d'un morphisme test de la 
situation: tout morphisme entier injectif A -> B est pur. II s'agit du morphisme 
cloture integrale totale de M. Hochster dans [11]: si A est un anneau reduit 
il existe un morphisme entier, injectif et essentiel A -> Q(A) ou Q(A) est un 
anneau totalement integralement clos (cf. I'introduction). 

Theoreme 5.8. Soit A un anneau reduit, les conditions suivantes sont equiva-
lentes: 

(i) Le morphisme A -> Q(A) est pur. 
(ii) Tout morphisme entier injectij A -> B est pur. 

(iii) II existe un morphisme injectij descendant la purete des morphismes en-
tiers A -> B, ou B est un anneau totalement integralement dos. 

(iv) II existe un morphisme pur entier A -> B, ou B est un anneau totale-
ment integralement dos. 

(v) II existe un morphisme pur A -> B, ou B est un anneau totalement 
integralement dos. 

Preuve. Les implications suivantes sont claires: (ii) entraine (i), (i) entraine 
(iii), (i) entraine (v) et (v) entraine (iii). D'autre part (i) entraine (ii): soit A -> 

B un morphisme entier injectif, il existe une factorisation A ---> B ---> Q(A) . 
Montrons que (iii) entraine (iv): so it A ---> B un morphisme injectif descendant 
la purete des morphismes entiers, ou B est un anneau totalement integralement 
clos, soit A la fermeture integrale de A dans B, c'est un anneau totalement 
integralement clos; Ie morphisme B ---> B @j A est entier injectif et pur, puisque 
Ie compose B ---> B®jA ---> Best l'identite. Enfin (iv) implique (i), puisque I'on 
a une factorisation A ---> Q(A) ---> B, si A ---> B est un morphisme pur entier, 
ou B est un anneau totalement integralement clos. 

On se propose de montrer maintenant que les morphismes entiers injectifs, 
de source un anneau reduit, sont purs par rapport a une categorie de modules, 
assez vaste. 
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Definition 5.9. Soit A un anneau reduit et soit A ----+ P(A) l'epimorphisme 
de A dans son anneau absolument plat universel P(A) de J. P. Olivier (cf. 
[21]). On designe par (R) la sous-categorie pleine de la categorie des A -modules, 
constituee des A-modules M tels que Ie morphisme M ----+ M Q9 A P(A) soit 
injectif. 

On rappelle que lorsque l'anneau A est reduit Ie morphisme A ----+ P(A) est 
injectif. 

La sous-categorie (R) pourrait s'appeler la sous-categorie des A-modules 
reduits. En fait, il existe dans la litterature un grand nombre de notions de 
A-module reduit; elles ne sont pas equivalentes a celIe definie ci-dessus. En par-
ticulier, soit 91 Ie site des ideaux denses d'un anneau A reduit, Ie localise Q(A) 
de A par rapport a 91 est l'anneau complet des fractions d'Vtumi-Lambek. 
Les modules M sur A, sans 91-torsion (i.e., tels que 81M = 0) sont dits non 
singuliers et no us allons voir qu'ils sont dans (R). Dans la suite, on designe par 
SA(M) l'algebre symetrique d'un A-module M. 

Proposition 5.10. Soit A un anneau rMuit et soit (R) la sous-categorie associee. 
(1) La sous-categorie (R) est stable par sous-module, limite inductive filtrante, 

sommes directes, produits. Elle contient les A-modules plats, les morphismes 
d'anneaux a buts rMuits, les A-modules non singulie"s. 

(2) Les assertions suivantes impliquent pour un A-module M son apparte-
nance a (R): 

(i) Le A-module SA(M) est non singulier. 
(ii) Le A-module M est non singulier. 

(iii) Le morphisme SA(M) ----+ SA(M) Q9 A Q(A) est une Injection. 
(iv) Le morphisme M ----+ M Q9 A Q(A) est une injection. 
(v) L 'anneau S1 (M) est rMuit. 

(3) Soit 0 --+ P ----+ N ----+ M ----+ 0 une suite exacte pure, si les A-modules M 
et P sont dans (R), il en est de meme pour N. 

Preuve. Vne grande partie de (1) est evidente; soit A --+ A' un morphisme 
d'anneaux, ou A' est un anneau reduit, il existe une factorisation A' ----+ P(A) Q9 A 

A' --+ P(A' ) ; l'anneau A' etant reduit, Ie morphisme A' --+ P(A' ) est injectif; 
on en deduit que A' est dans (R). 

L'assertion (3) se demontre en utilisant Ie diagramme du serpent. En ce qui 
concerne (2) il suffit de montrer (v), en effet (i) entraine (ii) est evident, de 
meme que (iii) implique (iv); que (i) entraine (iii) et (ii) implique (iv) resulte 
du fait suivant: l'anneau Q(A) etant absolument plat, il existe une factorisation 
A ----+ P(A) --+ Q(A) ; si M est un A-module il existe une factorisation M --+ 

M Q9 A Q(A) --+ Q(M) ; de plus 81M n'est autre que Ie noyau de M --+ Q(M) , 
donc lorsque M est un A-module non singulier Ie morphisme M --+ M Q9 A Q(A) 
est injectif, donc aussi M --+ MQ9 j P(A); de plus (iii) implique (v), en effet si Ie 
morphisme SA(M) --+ S4(M) Q9,4 Q(A) est injectif, on sait que S,4(M) Q9 A Q(A) 
est egale a SQ(A/M Q9 A Q(A)); or M Q9 A Q(A) est un Q(A)-module plat, car 
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Q(A) est un anneau absolument plat; or l'algebre symetrique d'un module plat 
sur un anneau reduit est un anneau reduit: il suffit de considerer Ie module plat 
comme limite inductive de A-modules libres de rangs finis et de se rappeler 
que l'algebre symetrique d'un module libre est un anneau de polynomes; on en 
deduit que SA(M) , s'injectant dans un anneau rectuit, est un anneau reduit. On 
dectuit de (1) que SA (M) est dans (R), donc aussi M qui en est un sous-module. 

Si A est un anneau, nous designons par k(A) l'anneau produit des corps 
residuels k(P) de A, pour P E Spec(A); on designe encore par K(A) l'anneau 
produit des corps K(P), ou K(P) est une cloture algebrique de k(P). 

Lemme 5.11. Soit M un A-module, Ie module M est dans la sous-categorie (R) 
si et seulement si Ie morphisme M -+ M ® A k(A) est injectif. 
Preuve. Il suffit de remarquer que les corps residuels de A et de P(A) sont 
les memes et que pour un anneau B, designant par B' l'anneau produit des 
localises BQ , ou Q est un ideal maximal de B, Ie morphisme B -+ B' est pur. 

Theoreme 5.12. Soit A un anneau rMuit, si M est un A-module dans la 
ca{(igorie (R), pour tout morphisme en tier injectl! A -+ B, Ie morphisme M -+ 

M ® A Best injectij 
Preuve. Puisque tout morphisme entier injectif A -+ B se prolonge en un mor-
phisme A -+ Q(A), il suffit de montrer la proposition pour Ie morphisme 
A -+ Q(A). O'apres [11], on peut consicterer Q(A) comme un sous-anneau 
de K(A). Mais Ie morphisme k(A) -+ K(A) est pur, car k(A) est un anneau 
absolument plat et Ie morphisme est injectif; il est donc A-pur en vertu de 
1.1. Le Lemme 5.11 nous assure que pour un module M de (R) Ie morphisme 
M -+ M ®A k(A) est injectif; il en est donc de me me pour M -+ M ® A K(A), 
donc pour M -+ M ® A Q(A) . 
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